Subiectul 1.1 
PROGRESII 


ARITMETICE GEOMETRICE 


— (a)nz 3 Gap... a, — (bronz O baba, e, br e. 


sau sau 


termenul general al progresiei „pa general al progresiei 
termenul de rang termenul de rang n 


205 0 Sa + 2,6,18,54,. ej Aa, 


= 3 
(|) () 
+ 213, 5t3,8t2,1143,,, + 23,63,183,543,... 


Definiţie (Formula de recurenţă) 


Goi SOnTrr,VvneN* Pasi = bn-9,VnEeN* 


Raţia unei progresii 
3 ba i 
iz ui Aa al est 
n 


CELE MAI UTILIZATE FORMULE 


Formula termenului general 
a, =a,+(n-r,vneN* b, = bi:-q"l,vn e N* 
Suma primilor n termeni ai progresiei 


S, atat: + an S, = bi +b>+ + ba 


(aa + am) n ba 
2 q-—1 
n-b„,dacăq=1 


a „dacăgzl 


Condiţia ca trei numere să fie termeni consecutivi ai unei progresii 


= A,B,C o 2B = A+C - A,B,CSB2=A:C 


LOGARITMI 


Definiţie 


a* =N>x=log„N,undea >0,az1,N>0 


Condiţiile de existenţă ale logaritmului 


a > O (baza > 0) 


loga N : azi(bazaz 1) 
N > O (cantitatea > 0) 
Logaritmul zecimal Logaritmul natural 
lgx = log10xX In x = loge x,unde e = 2,71 (numărul lui Euler) 


Proprietăţi ale logaritmilor 


loga 1 = 0 2. loga a =1 
loga x" = n: loga x 4. atat = x 
loga X + loga y = loga(x :y) 6. loga X — loga Y = loga (=) 


q108b Cc — CIo8b a 


Formule de schimbare a bazei logaritmului 


1 log. b 
logan X = =: loga X 9. loga b = log. î 
loga b = lsgsă 1. loga b = logcb : loga c 


Monotonia funcţiei logaritmice 


f:(0,%) > R,f(x) = loga x,a >0,azil 


I. Dacă a € (0,1) > f este strict descrescătoare 
X1 <X2 9 loga(ă) > loga (2) 


II. Dacă a € (1,%) > f este strict crescătoare 
X1 <X2 O loga) < loga (2) 


Monotonia funcţiei exponenţiale 


f:R > (0,%),f(x) =a%,a >0,azl 


I. Dacă a € (0,1) > f este strict descrescătoare 
Xi <xz O ai > a%2 


II. Dacă a € (1,%) > f este strict crescătoare 
ir Xp ai aa 


PUTERI şi RADICALI 


PUTERI 


Definiţie putere 


a" =a-a:...a,a€ceR,neN* 
——— 


de n ori 
an = | a = baza puterii 


n = exponentul puterii 


Proprietăţi puteri 


IA au 2. jul 
3. 4 AER e Mii Re iai: 4. a = aqn-m 
am 
n n 
n. pn — FI LU a = a 
5. an.bn=(a-b) 6. a (£) 
7 (fe ut 10 ju e aul 8. i a - 
1 —n n 
Ta a _(b 
ii î an a (), =) 
RADICALI 
Radicalul de ordin 2 Radicalul de ordin 3 
Condiţii de existenţă ale radicalului de ordin 2 Condiţii de existenţă ale radicalului de ordin 3 
(de ordin par) (de ordin impar) 


VfO) >f) 20 


(expresia de sub semnul radical > 0) 


Nu există 


Proprietăţi a 


le radicalilor 


1. Va-Vb=vVa-b la. Vb = Va-b 
p) Va — [a Sau 
VB NP 3 Nb 
d (Va) = a (fa) = a 
4. [a = să axă 
S% n = x 


NUMERE COMPLEXE (C)-— forma algebrică 
Definiţie 
z=a+bi,a,beR 
Notaţii 
a = partea reală a numărului complex Z bi = partea imaginară a numărului complex Z 
a = Re(2) — realul lui z b = Im(Q) — imaginarul lui z 


i = unitate imaginară 


Proprietăţi 


a î: (Re(z) = O și Im(z) = 0) 
zeR o Im(z)=0 ob=0 Ai [ae (nea p20) 


Egalitatea a două numere complexe 


Qi + bi => + b-i — a, = a> și b, = b> 


Conjugatul lui z Modulul lui z 


Z=a+hb=a-—bi |z] = |a + bi] =ja2+ b? 


Proprietăţi (cele mai utilizate) 


lz| = IZI 4. za - z2] = |za] : |zz| 


Iz"] = Izl” 5. 


zZEeR oz=zZ 6. 


Raportul a două numere complexe 


= se calculează prin amplificarea lui (raportului) cu conjugatul numitorului 


Z a+bi (a+bi):(c-—di)  ac+bd bc-ad, 


za c+di (c+d)-(c-di) cal Capa 


Puterile lui i 


jin+i =i 


jIN+3 =) 


Rezolvarea în C a ecuaţiei de grad II cu coeficienți reali 


ax2+bx+c=0a,b,ceR 


—b — iN =A 
2a 

—b + iV=A 
2a 


x? =a,a<0 >x= tiv-a 


FORMULE DE CALCUL PRESCURTAT 


a2 —b2=(a-—b)-(a+b) 


(a + b)? = a2+2ab + b? 


(a — b)? = a2 — 2ab + b? 


a3 —b3 =(a-—b)-(a2+ab+b?) 


a3+b* =(a+b)-(a2—ab + b2) 


(a+b) =a3+3a2b + 3ab2+b3 


(a — b)5 = a5 — 3a2b + 3ab? — b5 


PARTEA ÎNTREAGĂ şi PARTEA FRACTIONARĂ 
A UNUI NUMĂR REAL 


Partea întreagă a unui număr real x 


Notaţie 


Definiţie 


[x] = partea întreagă a lui x 


[x] = cel mai mare întreg mai mic decât x 


[x] =nneZ onsx<n+ri 


Partea fracţionară 


a numărului real x 


Notaţie Definiţie 
(x) = partea fracționară a lui x (x) = x — [ax] 
Proprietăţi 
x —1<[x]<x 3. (x) e [0,1) 
[x + n] = [x] +n,nezZ 4. (x + n) =(),neZ 
x = [x] +) 


MODULUL UNUI NUMĂR REAL 


Sp E x <0 
Definiţie [x] = ( se a] 
x] <A -—Asxs<A,AER, 
Proprietăţi 


|x] >Ax<—Asaux > A,A€ER, 


Subiectul 1.2 


FUNCŢII — definiţii şi proprietăţi 


Notaţii 


A = domeniul funcţiei 
f:A-—B,x = f(x) B = codomeniul funcției 
/(x)= legea de corespondență a funcţiei 


A(x,y) e Gf > f(x) =y 
f(prima coordonată) = a doua coordonată 


X (prima coordonată) = abscisa punctului 
y (a doua coordonată) = ordonata punctului 


Intersecţia cu axele de coordonate ale Gf 


Intersecţia cu axa absciselor (cu 0x) 
GfN0,.=>y=0 >f(x)=0 

Intersecţia cu axa ordonatelor (cu 0y) 
GfN0, >x=0=>y=f(0) 


Determinarea coordonatelor punctelor de intersecţie a două grafice (Gf şi Gg) 


1. Se rezolvă ecuaţia f(x) = g(x) pentru determinarea abscisei 
2. Se determină ordonata punctului 


Compunerea funcțiilor 


Cf e 9) = f(9)) 


FUNCŢII — definiţii şi proprietăţi 


Funcţii pare. Funcţii impare 
f:A — R,A — mulţime simetrică (—x € A,Vvx € A) 


f-—pară o f(—x) = f(o,vx e A f —impară > f(—x) = —fQ00),vx e A 


Funcţii periodice 


f: D > R este periodică cu perioada T dacăf (x + T) = f(x),vx e Dşix+TeD 
Cea mai mică perioadă nenulă pozitivă (dacă există) s.n. perioadă principală 


Imaginea unei funcţii (mulţimea de valori a funcţiei) 
f:A-B 


Imf = îy e Blăx e Aa.î. f(x) =y) sau Imf = f(A) = (fQO)lx e A) 


Funcţii injective — definiţii 
f:A — B este funcţie injectivă dacă: 


1. faca) = f(x) > aa = Xa [x X2 € A fixaţi] 
2. XE Xx2 > fa) 2 fara) Lu, x2 € A fixaţi] 
3. feste strict monotonă (Analiză matematică) 
Obs. f:A = Bnu este funcţie injectivă dacă: 3 x,,x> € A,xa £ x şi f(x) = f(2) 


Funcţii surjective — definiţii 
f:A — B este funcţie surjectivă dacă: 


[vy e Bax e Aa.î. f(x) =y]| > lpentruvy e B ecuaţia f(x) = y are cel puţin o soluţie în A] 


> Imf = B 


Funcţii bijective — definiţii 
:A — B este funcţie bijectivă dacă: 
! J] 


feste injectivă și surjectivă 


n [vy e Ba!x e Aa.î.f(x) =y]| o lpentruvy e B ecuaţia f(x) = y are soluţie unică în A | 


Funcţii inversabile 
f:A — B este funcţie inversabilă dacă: 


feste bijectivă 


Inversa unei funcţii 
f:A — B, funcţie bijectivă, are inversa: 


f-1:B — Acuproprietatea f(x) =y o x = f-I(y),x e A,yeB 


Fac) ) aie e Best f (PC) ae 


Funcţii monotone 


f: D > R este monoton crescătoare dacă V x, x2 € D, x, <x> > f(x) < fo) 


f: D = R este monoton descrescătoare dacă V x,,x> € D, x < x Ș f(x) > f(x) 


f: D > R este strict crescătoare dacă V x, x € D, x, <x2 > f(x) < fl) 


f:D > R este strict descrescătoare dacă V x, x € D, x, <x2 > f(x) > f(2) 


FUNCŢIA DE GRADULI 


Forma generală a funcţiei 


f:R-R,fQ) =ax+b,a,beR,az0 


Monotonia funcţiei 


Dacă a < 0 atunci f este strict descrescătoare 


Dacă a > 0 atunci f este strict crescătoare 


Semnul funcţiei 


Se rezolvă ecuaţia f(x) = 0 >x=-— 
X | —00 _b +00 
a 
f(x) | semncontrara 0 semn a 


FUNCŢIA DE GRADUL al Il — lea 


Forma generală a funcţiei 


f:R=R,f() =ax2+bx+c,a,b,ceRaz0 


Ecuația de gradul al doilea 


ax2+bx+c=0,,a,b,ceR,az0 


A = b2 — 4ac 
ecuaţia are două soluţii reale distincte (ax, x> E R,x, 1x32) 
Cazul | pacăa >0 > PA cb AA 
XI ŞI a = ———— 
i 2a diiat, 2a 
ecuaţia are două soluţii reale egale (ax, x> E R,x, = x) 
Cazul i) 
II Dacă A =0 > sapa da 
1 2 3a 
Cazul - : IA 
III Dacă A < 0 > ecuaţia nu are soluţii reale (4x,,x, e R) 
Semnul funcţiei de gradul al doilea 
Dacă A > 0 > ecuaţia are două soluţii reale distincte (3x,,x2 E R,pp x <x2) 
Cazul x —00 XA X2 +oo 
I f(x) Semn 
Semn a 0 contrar O Semn a 
a 
Dacă A = 0 > ecuaţia are două soluţii reale egale (3x,,x> E Rx =x2) 
Cazul 
II X —00 X1 +00 
f(x) semn a 9) semn a 
Dacă A < 0 > ecuaţia nu are soluţii reale (4x.,x2 eR) 
Cazul Fe Er poa 
III 
f(x) semn a 
Relaţiile lui Viete 
ax? + bx+c=0,,a,b,ce R,az 0,x,,x> rădăcinile ecuaţiei 
£ 
S = x, + x2 = —— (suma rădăcinilor) P = x, :xX2 = — (produsul rădăcinilor) 
a a 


Suma pătratelor rădăcinilor 
ij pri = e ep 


Formarea ecuaţiei de gradul al doilea cu rădăcinile x, x2 


Se calculează S = x, + x şi P = x : X2. Ecuația cu rădăcinile x, x este: X2 — Sx + P = 0 


Graficul funcţiei de gradul al doilea 


Se numeşte parabolă. Parabola are un punct de extrem, numit vârf și notat cu V. 


. : b A 
Coordonatele vârfului : V (- cp a =) 
2a”  4a 
funcția admite maxim (V este punct de maxim) 
Dacă a <0 = A 


valoarea maximă a funcţiei sau maximul funcţiei este fmax > — — 


funcția admite minim (N este punct de minim) 
Dacă a > 0= e lent RE SR i A 
valoarea minimă a funcţiei sau minimul funcţiei este fmin > — — 


3 A Ă 3 b 
Ecuația axei de simetrie a parabolei este: x = — ei 


Poziţia parabolei (graficului funcţiei de grad 11) faţă de axa Ox 


Parabola intersectează axa Ox în două puncte distincte (Ox este secantă parabolei) | o A> 0 


Parabola este tangentă axei 0x = A=0 


Parabola nu intersectează axa 0x PEN 
(parabola este situată deasupra axei 0x (a > 0) sau este situată sub axa 0x (a > 0)) 


Monotonia și imaginea funcţiei de gradul al doilea 


f:R-R,f() =ax2+bx+c,a,b,ce Raz0 


Se calculează coordonatele vârfului V (- — — =) 


Dacă a < 0 => V este punct de maxim 


X — 00 b +oo 
E 
f(x) în 
/ / 4a N N 

Max 

Imp = (cois 

= |—o00, —— 

i " 4a 

i b i b 
f este strict crescătoare pe (=, — -] f este strict descrescătoare pe - Ja +) 


Dacă a > 0 => V este punct de minim 


X — 00 _b +oo 
(x) di 
f(x 
SN a // 
MIN 


b 
f este strict descrescătoare pe (=, = = f este strict crescătoare pe |- Ep +) 
a 


Subiectul 1.3 
ECUAŢII 


Ecuaţii iraționale 


Vf = gl) Vf) = go) 


1. Se pun condiţii de existență 


fa) > 0 


9) >0 Nu există C.E. 


cs. | 


Eliminarea radicalului (prin ridicarea la putere) şi rezolvarea ecuaţiei obținute 


(705) = (00) aro (09 | (70) = (09) =r = (99) 


Verificarea soluţiei 


Ecuaţii exponenţiale 


af = q90 > fo) = ga) 2 af = b > f(0) = loga b 


Cu ajutorul notațiilor şi a proprietăților puterilor 


Ecuaţii logaritmice 


loga f(x) = loga g(x) > fa) = ga) 

fa >0 

E E 900) 50 
a > 0 
ax 

loga f(x) = N > f(00) = a 

fa >0 
C.E. a>0 
ax 

Cu ajutorul notaţiilor 


Ecuaţii trigonometrice 


Ecuaţii trigonometrice fundamentale 


sinx = a,a€ [-1,1] >x=(19*-arcsina + kn,k e Z 


cosx = a,a € [|—1,1| > x = tarccosa + 2krn,k e Z 


tgx =a,aeR =—x=arctga+hkr,keZ 


ctgx =a, ac R =—x=arcctga + kr,ke Z 


Ecuaţii trigonometrice de forma sin f(x) = sin g(x), cos f(x) = cosg(x) şi tegf(x) = tgg(x) 


sin f(x) = sin g(x) > f(x) = (—1- 9(3) + kr,k e Z 
cos f(x) = cos g(x) > f(x) = +g(x) + 2kr,k e Z 
te f(x) = tgg(x) = f(x) = g(x) + kr, k € Z,cos f(x) 2 0,cosg(x) z 0 


Ecuaţii trigonometrice care se rezolvă cu ajutorul unor ecuaţii din algebră (notații) 


Cele mai utilizate formule trigonometrice sunt: 


sin? x + cos? x = 1,vx € R şi cos2x = 2cos?2x —1 = 1 -— 2sin2x,vxE R 


Ecuaţii de forma acosx + bsinx+c=0,a,b70 


(O metodă) Prin utilizarea substituţiei tg 3 = t şi a formulelor trigonometrice 


DR MR dp 
Cos x și sin x = 
să Act dpte 
Observaţie! 


Funcţia trigonometrică /g nu este definită pe întreaga mulțime a numerelor reale (R) ducând 
astfel la pierderea unor eventuale soluţii de forma (2k + 1)r,k €e Z. 


Prin urmare este necesară verificarea valorilor de forma x = (2k + 1)n,k €e Z 


Subiectul 1.4 
METODE DE NUMĂRARE 


nl =1.:2-...n,neEeN 
n! se citește „n factorial” 


0!=1 


Permutări = numără câte mulțimi ordonate se pot forma cu n elemente distincte 


P„=n! 


Aranjamente = numără câte submulțimi ordonate de k elemente se pot forma cu n elemente distincte 


k n! 
dl > (Ep) 0 Mo lOI Ra CR 


Combinări = numără câte submulțimi de k elemente se pot forma cu n elemente distincte 


| 
k n 


Ca Cai e ek SIN 


Binomul lui Newton 


(a+b) = C0-an+Ci-an1-b+Cz-ah2.p2+-::+ Cu l-a-pn + Cn.pn 
CO, Cp, C2,..., Cn = coeficienţi binomiali 


Formula termenului general 


Tuapi QE ate pe Dale ana. EN 


Suma coeficienţilor binomiali 


CO Ap CAGE Sete 0 =20 


Suma coeficienţilor binomiali de rang par Suma coeficienţilor binomiali de rang impar 


CO PCA A CA sp ae 21 (Cs Copa 2 


Formule de numărare 


Numărul submulţimilor unei mulțimi cu n elemente este 2" 


Numărul funcţiilor f: A = B este card BA 


Numărul funcţiilor bijective f: A > A este (card A)! 


Ne amintim! Card A =numărul de elemente al mulțimii A 


PROBABILITĂȚŢI 


nr. cazurilor favorabile 


nr. cazurilor posibile 


MATEMATICI FINANCIARE 


Procente 


p% din x = LEE: 


Scumpirea prețului unui produs 


Reducerea prețului unui produs 


Datele x = prețul inițial al produsului x = prețul inițial al produsului 
iai p = procentul cu care se scumpeşte p = procentul cu care se reduce 
o caza ete Pfinai Prețul după scumpire Pfinai prețul după reducere 
d p p 
Formulă * + op X > Pfinau * 100 % — Pfinai 
T.V.A. = taxa pe valoarea adăugată 
Datele x = preţul inițial (de producţie) al produsului 
roblemei p = procentul T.V.A. 
p„= preţul de vânzare al produsului 
p 
X+—:X=p 
Formule 100 K 
T.V.A.=py—xX 
Dobânda simplă 
D = dobânda obținută la finalul perioadei de timp (în lei) 
Datele S = suma depusă inițial la bancă (in lei) 
lia r = rata dobânzii (%) 
ES at n = perioada de timp (în ani) 
Sfinar > Suma obţinută după perioada de timp (în lei) 
T 
D=S:-—-n 
Formule 100 
Sfina > S+D 
Dobânda compusă 
D = dobânda obținută la finalul perioadei de timp (în lei) 
Datele S = suma depusă inițial la bancă (in lei) 
isi r = rata dobânzii (%) 
ca n = perioada de timp (în ani) 
Sfinar > Suma obţinută după perioada de timp (în lei) 
T n 
D = s- (+25) -1] 
Formule 


n 


Spinata = S+ D = S: (1 +) 


Subiectul 1.5 
GEOMETRIE ANALITICĂ 


I. Distanţa dintre două puncte (Lungimea unui segment) 


Datele problemei Formulă 
A (ca, Ya) 
za) EA 7 az N2 
B(p,Y2) AB = y (xp — XA)? + (yB — YA) 
II. Coordonatele mijlocului unui segment 
Datele problemei Formulă 
AG 94) M(xu, Yu) mijlocul segmentului AB, unde 
_XatăB .  _VYAtYB 
B(xB,YB) XM = ŞI YM = 
2 2 
III. Panta unei drepte (m) 
Datele problemei Formulă 


a = ă format de dreapta d cu axa Ox 


ma = tga (coeficient unghiular) 


Ecuația generală a dreptei: 
d:iax+by+c=0,bz0 


a 
Li Aaa i 


Ecuația explicită a dreptei 


0 Aia ma = m (coeficientul lui x) 
Axa, YA) Map = Y m: z SA 
B(%B,YB) XA 

IV. Determinarea ecuaţiei unei drepte 
Datele problemei Formulă 
xy 1 
AB: XA YA 1|=0 
Xp Ye 1 
Aaa, YA) X— Xa OY — Ya 
B(xp,YB) AB: ai „XB F XA, YB F YA 


Xp — XA yB — YA 
AB: x = XA „dacă Xp = XA 
AB:y = ya, dacă Yp = YA 


Aa, YA) şi panta dreptei d ma 


d:y — YA = Mal(ă — x) 


Să ne amintim! 


Mediatoarea unui segment este perpendiculara 
dusă prin mijlocul segmentului 


Înălțimea este perpendiculara dusă dintr-un vârf al 
triunghiului pe latura opusă 


Mediana este segmentul care unește un vârf al 
triunghiului cu mijlocul laturii opuse 


V. Poziţiile r 


elative a două drepte 


da || da > ma, = ma, di Ld2 9 ma,:ma, = —l 
SAU 
di ax + byta =0 d: ax + by +03 =0 
d, d>drepte concurente > d 2 da 
a2 b> 


Observaţie! Coordonatele punctului de intersecţie a două drepte reprezintă soluţia sistemul 
format din ecuaţiile celor două drepte. 


Mb A Mb Ca 
d. || d> ai a a di = d> (di, d>coincid) acizi aa 
VI. Aria unui triunghi 
Datele problemei Formulă 
1 
A = =- |Al,unde 
Acu, YA) AABC 2 | | 
B(xB,Y8) XA Ya 1 
C(xc,Yc) ci ic: 94 0, 
xc Yc 1 
VII. Coliniaritatea a trei puncte distincte în plan 
Datele problemei Formulă 
A,B,C coliniare o A= 0,unde 
A (ca, YA) XA Ya 1 
B(p,YB) A=|xp yp 1 
C(xc, Yc) Xc  Yc 1 
VIII. Distanţa de la un punct la o dreaptă 
Datele problemei Formulă 
Coordonatele punctului 
Aa, Ya) d(A,d) = laxa + bya + cl 
Ecuația generală a dreptei Pe ADR Ap2. 
diax+by+c=0 
Pa Determinarea lungimii unei înălțimi 
plicatie! 
Axa, ya) ed axa tbya+c=0 
TX. Coordonatele centrului de greutate al unui triunghi 
Datele problemei Formulă 
A(xa, YA) G(xc, yc) centrul de greutate al AABC, unde 
ŞI 9 
B(xB,YB) Xa + Xp + Xc YA + YB + Yc 
XG O GT 
C(xc,Yc) 3 3 


Să ne amintim! 


de intersecție al medianelor unui A. 


Centrul de greutate al unui A (G) reprezintă punctul 


VECTORI 


Definiţii şi notații 


Vector = mărime fizică, caracterizată prin direcție, sens, lungime 


AB 
A = originea vectorului; 
B = extremitatea vectorului; 
dreapta AB = dreapta suport a vectorului 


|AE| = AB (lungimea vectorului AB) 


Doi vectori au aceeași direcție dacă dreptele lor suport sunt paralele sau coincid. 


Doi vectori qu același sens dacă extremităţile lor sunt de aceeaşi parte a dreptei determinată 
de originile vectorilor. 


Doi vectori sunt egali dacă au aceeaşi direcție, lungime şi acelaşi sens. 


Doi vectori sunt opuși dacă au aceeași direcţie, lungime şi sensuri opuse. Notăm: Y = —u. 
AB = —BA 
Vectorul nul este vectorul cu lungime 0. Notăm: 0 = vectorul nul. 
jA4| = |9| = o 


Doi vectori sunt coliniari dacă au aceeași direcție. 


A 


U, o coliniari o 3a€e R'*a.î. u=a:vV,vz0 


Adunarea vectorilor necoliniari 


Regula triunghiului Regula paralelogramului 
AB + BC = AC AB + AD = AC, unde ABCD paralelogram 
B 
A 
C 
Vectorul de poziţiei al mijlocului unui sesment 
_ | _— 04+08B | 
M mijlocul lui AB = OM = ——z— „pentru orice punct O din plan 
Vectori în reper cartezian 
3> +9) 85 i] = Vaz 
AB = (xp — XA) + Op — YA 
Va = Xa +yJ V2 = X2U+y2] 
7, Vp coliniari o = 
X2 Y2 
Produsul scalar 
Vi: V2 Xa: X2 ti: Y2 Va: V2 = [va] : |vz] - cos(a(v,v2)) 


71779 V-72=0 


Subiectul 1.6 


ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE 


Cercul trigonometric 


TU o o o 
0) 3 => 90 TI = 180 — = 270 217 = 360 
sin 0 1 0 -l 0 
COS 0 -l 0 l 
a =30 4 00 
Bc 4_ = IN 
1 
sin — V2 va 
2 2 2 
B 2 1 
COS ati dd să 
2 2 2 
t : | V3 
S = 3 
V3 
1 
ctg V3 1 = 
V3 
Semnul funcţiilor trigonometrice 
e (0 su 3 
i TI 
- 7) sinx > 0 e (n) sinx < 0 
x ă ascuţit] cosx > 0 cosx <0 
(Caii Cadran III 
e (5,7) A 
că TI 
a Ze sinx > 0 x e (2,27) sinx <0 
[x & obtuz] cosx < 0 Cc e IV cosx > 0 
Cadran II ate 


Proprietăţi ale funcţiilor trigonometrice 


Mărginirea 


—1 < sinx <1,vxeR 


—1 <cosx <1,vxeR 


Paritatea 


sin(—x) = — sin x 


tg (—x) = —tgx 


cos(—x) = cosx 


ctg (—x) = —ctg x 


Observaţie! cos este funcției pară, sin, tg, ctg funcții impare 


Periodicitatea 


sin(x + 2krn) = sinx,vx e R,keZ 


T 
tg(x + kr) = tgx,vx € RA (+ Zn), k ez 


cos(x + 2kr) = cosx,vx e R,keZ 


cte(x + kr) = ctgx,vx e Ri(7n),k e Z 


Formule trigonometrice 


Formula fundamentală a trigonometriei 
sin2x + cos2x =1,vxeR 


sin(90* — x) = cosx 


sin(180* — x) = sinx 


cos(90* — x) = sinx 


cos(180* — x) = —cosx 


sin(a + b) = sinacosb + cosa sin b 


sin(a — b) = sina cosb — cosasinb 


cos(a + b) = cosacosb — sina sin b 


cos(a — b) = cosacosb + sina sin b 


sin 2x = 2 sin x cosx 


cos 2x = cos2 x — sin? x 


cos 2x = 2cos2?x —1 


cos 2x = 1 — 2 sin2 x 


sin x 2 __COSX 
97 = Cosa “9% 2 sina 
tga+tgb tga-tgb 
t b) = t — b) = 
CUC, 1 —tgatgb (ab) l+tgatgb 
Pee 2tgx i x _  Sinx 
9 1 — tg2x 921 cosx 
2t93 1-—tg23 
sin x = - COS E 
1+tg*3 1+tg?3 


Transformarea unor sume în produs 


a+b a-—b 


a+b a-—b 


sina + sin b = 2 sin - COS cosa + cosb = 2 cos - COS—— 
2 2 2 2 

| | _a-—b a+b _a+b  a-—b 

sin a — sin b = 2 sin —J— : cos——— cosa — cosb = —2sin——: sin ——— 


Funcţii trigonometrice inverse 


a T TE 
arcsin x: |—1,1] — -3.3 

TI 

arcsin(sin x) = x,Vx € je 


sin(arcsin x) = x, vx € [—1,1] 


arcsin(—x) = — arcsin x, Vx € |—1,1] 


arctgx:R — (-3.3) 
TE TI 
arctg(tg x) = x,vx € (=2.5) 


te(arctg x) = x, vx € |—1,1] 
arctg(—x) = —arctgx,vx e R 


arccosx:|—1,1] — [0,77] 
arccos(cosx) = x, vx € [0,77] 
cos(arccos x) = x,vx e [—1,1] 


arccos(—x) = re — arccosx, va € |—1,1] 


arcctg x: R — (0,7) 
arcctg(ctgx) = x, Vx € (0,7) 
cte(arcctg x) = x, vx € [—1,1] 


arcctg(—x) = 7 — arcctgx,vx e R 


APLICAŢII ALE TRIGONOMETRIEI ÎN GEOMETRIE 


Teorema cosinusului 


AABC oarecare 


AB? + AC? — BC? 


COSA = AB AC 

ap _ AB2+ BC2 — AC? 
7:ABBE 

aq — AC? + BC? — AB? 
DAC -B0 


Teorema sinusurilor 


AABC oarecare 
BC AC AB 


sin A sinB  sinC 


R = raza cercului circumscris AABC 


Observaţie! Aplic teorema cosinusului dacă 


Ipoteză 


Concluzie 


Toate laturile triunghiului 


<A Sau cos d 


2 laturi şi & dintre ele 


a 3 —a latură 


altfel aplic teorema sinusurilor. 


Aria unui triunghi oarecare 


_ ll -sin(&a) 


Aa = 7 a format de laşi l» 
bi-h A =yp-(p-a):(p-b)-(p-c) 
A = 3 a+b+c | 
pa b,c laturile A 
Raza cercului circumscris A Raza cercului înscris în A 
a-b-c Ai 
R = i A 
4 An rod 


Triunghiul dreptunghic 


catetă (c,) 


catetă (c;) 


Teorema lui Pitagora 


ip? = c2 + cz 


Aria triunghiului 


Înălțimea corespunzătoare ipotenuzei 


C1 i C> C4 E C2 
Aa = —— h———— 
2 Ip 
Mediana corespunzătoare ipotenuzei Raza cercului circumscris A 
ip ip 
mediana = — R = Ey 


Funcţii trigonometrice 


| cateta opusă ăa 
SIN 0 = ————————— 


cateta opusă Xa 


: tg 0 A ESI RE IEI PI 

Ip cateta alăturată «a 

cateta alăturată a cateta alăturată a 

COS A ctg a =—————— 
ip cateta opusă a 


Triunghiul echilateral 


are toate laturile egale; are toate & de 60* 


e 
BA SA, 


Subiectul II.1 


ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL ȘI SISTEME DE 


ECUAŢII LINIARE 


PERMUTĂRI 


Permutare de grad n - 
definiție 
Permutarea identică 


de gradul n 


Transpoziţie 


Inversa unei permutări 


Compunerea permutărilor 


Inversiune a unei permutări 


Semnul (signatura) unei 


permutări - definiție 


= ( 1 2 ..- k sia n ) 
9 la(D) 002) --0(h) .. o(n) 


A 2 aie ai dn 
e=( + oală. ai eg) 
5; = ( Dilie ko j j+I-- 
a 2 ij Lee pl i ir 
-1 = (90) 042) o(k) o(n) 
PR . 


apoi se ordonează prima linie 


2 ia n 
05 = [(59) o(6(2)) --: a(56))) 


Perechea (i,j) cu i < j se numește inversiune a permutării o dacă 


o(i) > o0() 


m(o)= numărul inversiunilor permutării o 


e(0) = (—1m(0 


Semnul (signatura) unei 


permutări - proprietăți 


Permutare pară 


Permutare impară 


e(06) = e(0)e(8) şi e(0") = (e(0))” 
o este permutare pară dacă e(0) = 1 


o este permutare impară dacă e(0) = —1 


MATRICE. DETERMINANȚŢI 


Matrice pătratică 
Matrice cu n linii și n coloane 
de ordin n 
Matricea unitate 10 1 0 0 
n = ),n = 0 10 
de ordin n - definiţie 01 001 


Matricea unitate 
de ordin n - proprietate 
Matricea nulă 
de tipul (m,n) 
Urma unei matrice 
pătratice 
Transpusa unei matrice — 


definiție 


A: In = Ia A AVA EM(O 


tr(A) = suma elementelor de pe diagonala principală 


At = se obţine din matricea A prin transformarea liniilor în coloane și 


a coloanelor în linii 


Transpusa unei matrice — 
proprietate 
Relaţia lui 


Hamilton - Cayley 


Determinantul de ordin 2 


Proprietăţi ale 


determinanţilor 


(AB)! = B'At 
X2 — tr(X)-X + det(X) - 1» = 0, 


det(A) = e % = ad -— bc 


Un determinant cu elementele unei linii/coloane nule are valoarea 0. 


Un determinant cu două linii /coloane identice are valoarea 0. 


det(4t) = det(A4) 


det(A - B) = detA: detB 


det(A") = (det 4)" 


Dacă la elementele unui linii/coloane se adună elementele altei 
linii /coloane înmulțite eventual cu același număr, atunci valoarea 


determinantului nu se modifică. 


Matrice inversabile 


Ecuaţii matriceale 


A este inversabilă = detA 70 


A- A = A-A= In 


Inversa unei matrice 
Pas 1. Se calculează detA 70 
Pas 2. Se determină matricea transpusă At 


Pas 3. Se determină matricea adjunctă A* = (64), j-Ta 


6;j = CD) - determinantul obţinut din A? 


prin eliminarea linie i și coloanei j 


1 % 


Pas 4. Se calculează inversa matricei A”1 = Peri 
e 


A:X=BoX=A 1.-B,detA 40 


X:-A=BX=B-A 1,detă +0 


A:X:C=BoX=—A 1-B.C-1,detA z0,detC z0 


SISTEME DE ECUAŢII LINIARE 


Rangul unei matrice 


rang A =r dun minor de ordin rallui A nenul (2 0) și toţi minorii 


de ordin r + 1 sunt nuli (0) 


Stabilirea compatibilităţii unui sistem liniar și rezolvarea lui 


A - matricea sistemului 


A - matrice pătratică 


Stabilirea compatibilităţii 


Se calculează det A 


detA = 0 


det A 2 0 = 


1. Se determină rang(4) = m, (minorul 


principal) 


sistem compatibil determinat/ 


sistem cu soluţie unică / 


2. Se calculează minorii caracteristici me 


Numărul m. = numărul ecuaţiilor secundare 


sistem de tip Cramer 


3. Dacăăm. 7 0 = sistem incompatibil 
Dacă toți m. = 0 = sistem compatibil 


nedeterminat (0 infinitate de soluţii) 


Rezolvarea 


sistemului 


Se stabilesc ecuațiile principale și secundare 


Se stabilesc necunoscutele principale și secundare 


Necunoscute secundare = a,f... 


Un sistem cu o necunoscută secundară = sistem 
compatibil simplu nedeterminat 
Un sistem cu două necunoscute secundare = sistem 


compatibil dublu nedeterminat 


Se rezolvă sistemul format din ecuațiile principale 


A - nu este matrice pătratică 


A - matricea extinsă a sistemului 


Stabilirea compatibilităţii 


1. Se determină rang(4) = m, (minorul principal) 


2. Se calculează minorii caracteristici me 


Numărul m. = numărul ecuaţiilor secundare 


3. Dacăăm.z 0 = sistem incompatibil 


Dacă toți m. = 0 = sistem compatibil 


sd. 
Dacă 4 m. = rang A = rang A => sistem compatibil 


Rezolvarea sistemului 


Se stabilesc ecuaţiile principale și secundare 


Se stabilesc necunoscutele principale și secundare 
Necunoscute secundare = a,f.... 
Dacă 3 necunoscute secundare => sistem compatibil nedeterminat 


Dacă A necunoscute secundare = sistem compatibil determinat 


Un sistem cu o necunoscută secundară = sistem compatibil simplu nedeterminat 


Un sistem cu două necunoscute secundare = sistem compatibil dublu nedeterminat 


Se rezolvă sistemul format din ecuaţiile principale 


Subiectul II.2 
LEGI DE COMPOZIȚIE PE O MULŢIME 


Proprietăţile legilor de compoziţie (M z 0) 


Parte stabilă xoyEeM,vx,ye M 
Asociativitate (x oy)oz = xo (yo z),vx,y,zeM 
Comutativitate Xoy=yox,vx,yeM 
Element neutru Je e Ma.î.xoe=eox=x,vxeM 


x e M element simetrizabil dacă 


Ă Ă A ax: e Ma.î. xox' =xox=e 
Elemente simetrizabile | | | 
Xx' = simetricul elementului x 


U(M) = mulțimea elementelor simetrizabile din M în raport cu legea „o ” 


Structuri algebrice 


(M,) monoid comutativ (abelian) dacă 
1. M este parte stabilă în raport cu legea „o ” 
Monoid 2. „o ” este asociativă 
3. „o "admite element neutru 
4. „o” este comutativă 


(G,) grup comutativ (abelian) dacă 
1. G este parte stabilă în raport cu legea „o ” 
Grup 2. „o "este asociativă 
3. „o "admite element neutru 
4. U(G)=G 


5. „o” estecomutativă 


(A4,0,*) inel comutativ dacă 
1. (A,o) este grup comutativ 
2. (A4,*) este monoid comutativ 
3. Distributivitatea operaţiei „* ” față de „o ” 
Dş:x * (yo 2) = (xx y)o (x x2),vx,y,ze M 
Da: (x oy) *z = (x *2z)o (y*2),vx,y,ze M 


Inel 


(A,e,*) corp comutativ dacă 
1. (A,o) este grup comutativ (e, = element neutru) 
2. (A —(e,),*) este grup comutativ 
3. Distributivitatea operaţiei „* ” față de „o ” 
Dş:x * (yo 2) = (xx y)o (x x2),vx,y,ze M 
Da: (x o y) * z = (x *2)o (y*2),vx,y,ze M 


Corp 


Morfisme de grupuri 


f: G., = G> este izomorțfism de grupuri dacă 
Fie (Ge) și (G2,*) două 1. f este morfism de grupuri dacă f(x o y) = f(x) * f(y),vx,y e G 


grupuri 2. f bijecivă 


Proprietate: f(e,) = e» 


Morfisme de inele 


f: G. = G, este izomorfism de inele dacă 
1. f este morfism de inele dacă 
a. f(x *y) = fQ) 1 fO9),vxy e Ga 
b. f(x2y) = fQOT FO), vx,y e G. 
c. f(e.)=e 
2. f bijecivă 


Fie (G.,*,e) şi (G2, LT) 


două inele 


Proprietate: f(e,) = e, 


Subgrupuri 


(H,o) este subgrup al lui G dacă 
Vx,yEeH=xoyeEeH 
Fie (G,) şi H c G sau 
|. Vx,yeH=xoyeH 
2. vxeH=xeH 


POLINOAME 


Forma algebrică 


a unui polinom 


f = am XN + apasă ++ aX + ape K[ă] 


K|X] = mulţimea polinoamelor cu coeficienţi în corpul K 


Suma coeficienţilor 


unui polinom 


Suma coeficienţilor polinomului f = (a, + apa +: +a +ao)=f(1) 


Gradul unui polinom 


grad f = cel mai mare exponent al lui X 


Polinomul constant: f =c,c€eKk* 


Gradul polinomului constant = 0 


Polinoame particulare 


Un polinom devine polinom nul dacă toţi coeficienții polinomului sunt 0. 


Polinomul nul: f = 0 


Gradul polinomului constant = —co 


Teorema împărțirii cu 


rest 


f=g:c+r, gradr < grad g 
f = deîmpărțit 
g = împărțitor 
Cc = cât 


r = rest 


Teorema restului 


f: X-a) >r=f(a) 


f:gor=0 


Divizibilitatea 


f: (4-a) f(a) =0 


polinoamelor 


fi(g:hofiaşifih 


x = arădăcină o f(a) =0 


Rădăcini ale 


x = arădăcină o f: (X — a) (Th. Bezout) 


polinoamelor 


x = a rădăcină dublă o f : (ă — a)? 


x = a rădăcină dublă o f(a) = 0 şi f'(a) =0 


Polinoame ireductibile 


f e K[X] este polinom reductibil peste corpul K dacă 
3g,h€e KlăX],gradg > lșigradh > laî.f =g-h. 


feKlăl,gradg > 1 este polinom ireductibil peste corpul K dacă f nu 
este reductibil peste K. 


Descompunerea 
polinoamelor în factori 


ireductibili 


fe Clă],f =aX" +a +---+aăX +a; 
Xe Xp E Crădăcinile polinomului 


f > an(ă — xD(ă — 2) (Xa) 


Relaţiile lui Viete 
pentru polinoame de 


grad 3 


f=aX5+bX?2+căX +d,a z Ocu x, X2,x3 rădăcini 
b 
S, = Xa +X2 + X3 = aie: 


C 
S> = X1X2 + X1X3 + X2X3 = pe 


R d 
= X4XoXa = —— 
3 1X2X3 p 


Suma pătratelor rădăcinilor 


e ni + ua + i = Si — 2$, 


Ecuația algebrică de gradul 3 cu rădăcinile x., x2, x3 este 


X* = Sk Sa = ba = 0 


Relaţiile lui Viete 
pentru polinoame de 


grad 4 


f=aX*+bX5+că?2+dă +e,az 0cu x, xp, X3, Xa rădăcini 
S, = Xa + X2 + X3 + X4 = > 
C 
S> = X1X2 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + X2X4 + Xa3X4 = ps 
S3 = X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3X4 + X2X3X4 = a 


e 
S4 = X1X2X3X4 = — 
a 


Suma pătratelor rădăcinilor 


A + ui + a + a = na = 252 


Ecuația algebrică de gradul 4 cu rădăcinile x., x2, x3, XA este 


x = 5x50 + Sx2 — Sax + S4 = (9) 


Ecuaţii algebrice cu 


coeficienţi în Z 


Rădăcinile întregi ale unei ecuații algebrice cu coeficienţi în Z 


€ Divizorilor termenului liber 


Rădăcinile raţionale ale unei ecuații algebrice cu coeficienţi în Z sunt de 


forma ă unde 


p € Divizorilor termenului liber și 


q eDivizorilor coeficientului dominant 


Ecuaţii algebrice cu 


coeficienţi în Q 


f e QlX] 


x, = a — Vb rădăcină a lui 
x, = a + Vb rădăcină a lui i i / 


Ecuaţii algebrice cu 


coeficienţi în R 


f e R[Ă] 
X, =a+birădăcină alui f 


= x =a—birădăcină alui f 


Ecuaţii reciproce de 


gradul 3 


Ecuația reciprocă de grad 3 ax? + bx? + bx + a = O are rădăcina 
X1 = —1 


ax3 +bx2+bx+a=0S(x+1)(ax2+(b-—a)x+a)=0 


Ecuaţii reciproce de 


gradul 4 


Ecuația reciprocă de grad 4 
axt + bx + cx2 + bx+a=0|-3(uz0) 
a ll 1 
a(x + z)rbla+a)re=o 
x x 


1 1 
X+=t>x2 += —2 

X x 
E, 


at2 +bt+c-—2a=0 


Subiectul III.1 


ELEMENETE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ CLASA a XI - a 


Derivatele funcţiilor elementare 


Nr. Crt. Derivate simple Derivate compuse 
1 C=0 
2 pl 
3 (3 a ga (uQ07) = n UGO": (ua) 
1 e | 
i A zE e) o 0) 
1 
a iat (Vu) == ut) 
y a) = = g (u09))” 
1 
aa (fa) = tu) 
E or nu)” 
Z (a*)' = a“ Ina (au) = au ina. (u(x)) 
8 (6%) =e* (eu)! = eul) . (u(2)) 
9 (na) =- (nu): = 3 lu) 
10 (loga x)! = —— (ogau(x)) = za zu) 
11 (sin x)' = cosx (sin u(x))' = cosu(x) - (u(0)) 
12 (cos x)' = —sinx (cosu(x))' = — sinu(x) - (u())' 
13 (tgx)!' a a (tgu(x))' = zică (u())' 
14 (ctg x)' = Se za (ctgu(x))' = i: PITAS — -(uQ0))' 
15 (arcsin x)' = — (arcsin u(x))' = Fearari (u(20)) 
16 (arccosx)' = — - = a (arccosu(x))' = i (u(20)) 
17 (arctg x)! = aa (arctg u(x))' = a (u())' 
1 
18 (arcctg x)' = Saga (arcctgu(x))' = — Ea) (u())' 


Reguli de derivare 
fb) =f Ep 
(ee fe ef 
fa) =f-ari-p 
(2) = fe 
g g? 
A ERE A 
() 92 
1 
(f-1)'(yo) = fila) Ye = f (0) 


Şiruri 


Mărginire și monotonie 


(a, )n>1 mărginit inferior dacă 3 m € Raî.a, >m,vn>1l 


Mărginire (a), mărginit superior dacă 3 M e Raî.a, <M,vn=>1 
(a, >, mărginit dacă şirul este mărginit inferior și superior 
(a, )n> monoton crescător dacă ani —a„ >0,vn>1 
SAU 
(a, )nz1CUu au > 0,Vn > 1 este monoton crescător dacă 
a > 1Vn>1 
(a, )„> monoton descrescător dacă a, — a, <0,vn>1 
SAU 
(a, )nz1CU du > 0,Vn > 1 este monoton descrescător dacă 
e Val 
Monotonie 


(a, >. strict crescător dacă apa — au > 0,vn>1 
SAU 
(a, )nz1Cu dn > 0,vn > 1 este strict crescător dacă 


1 > 1vn>1 
(n 


(a, > strict descrescător dacă aşi — a <0,vn>1 
SAU 
(a, )nz1Cu dn > 0,vn > 1 este strict descrescător dacă 


a <1Vn>1l 


n 


Convergenţa 


Un șir este convergent dacă acesta are limita finită. 


Un șir este divergent dacă are limita too sau nu au limită (4Alim). 


Un șir este convergent dacă este monoton și mărginit. 


(Proprietatea lui Weierstrass) 


Limite de șiruri - cazuri de nedeterminare (idei de rezolvare) 


Cazul = 


Factor comun forțat 


4, dacăqs-—1l 
| 0, dacăq e (—1,1) 
N — 
au q E i dacăq=1 


oo, dacăqg >1 
Lema lui Stolz - Cesaro 


s (7) a An+1 7 dn 
lim — = lim ———— 
N5 Da n bpya — br 


> 
unde (b, za şir strict crescător, nemărginit și cu termeni pozitivi 
Criteriul raportului 


(a. )nzacu termeni strict pozitivi. Dacă 


Ani 


a lim = le Ratunci: 


[1 deo) (7 293 


4) 


1) le [0, 1) atunci lim Ga 
2) l e (1,0) atunci lim a, = % 
3) | = 1 atunci nu putem afirma nimic despre limita șirului 
Regula lui |'Hospital 
lim an Şi f(1) = an 
Se calculează lim f(x) = Lcu regula lui l'Hospital . 


T Heine i 
———— Pentru Xa =n, lim Xp = % avem 
NO 


lim f(n) = l,deci lima, = 
No nN—00 


Cazul o — o 


Factor comun forțat 
SAU 
Amplificarea cu expresia conjugată (la limitele cu radicali) 
SAU 


Proprietăţile logaritmilor (la limitele cu In) 


An 


In a, — In b, = iza 


Cazul a 
0 


N a 


Cazul o - 0 


Limite remarcabile 


tea, arcsin a, arctg a, 
= 1 sau lim = 1sau lim = 1sau lim——— =1 
n>o (A nN—00 [27% N—00 (27% 


In(1+a 
ii, E E dd 2 
N—=0o (7 293 

„bin —1 

lim 


N—=0o (7 293 


= Inb 


unde a, - 0 


Cazul 1* 


d 
lim (1 + a„)4n = e,undea, > 0 
No 


Cazul 00 sau c0% 


5 
lim a, = limehân * = lim ePnhan 


No NO No 


Criteriul radicalului 


a 
. n a E n+1 
lim /a, = lim , 


n—=0o n—0o (7 293 


(a, )nzacu termeni strict pozitivi 


Funcţii 


Limite de funcţii 


Limite laterale 


Ls(20) = f (xo — 0) = lim f(x) 


X—XQ 
X<X9 


la(0) = f(xo + 0) = lim f(x) 


X—Xo 
X>X0 


5 lim f00) Ș Leo) > lao) 


Cazuri de nedeterminare (idei de rezolvare) 


Cazul = 


Factor comun forțat 
Regula lui l'Hospital 


im Ft) = lim .2)ă 
x=>X9 g(x) x—>X9 (g (7)! 


Cazul o — o 


Factor comun forțat 


SAU 


Amplificarea cu expresia conjugată (la limitele cu radicali) 


SAU 
Proprietăţile logaritmilor (la limitele cu In) 


FO) 
In f(x) — In g(x) = Ta) 


Limite remarcabile 


sin u(x) „_tgu(x) 
im = 1sau lim = 1 sau 
x>xp u(x) x>xp u(x) 
fi arcsin u(x) EP i arctgu(x) ni) 
xx u(x) x>xp  u(x) 
Cazul lim In(1 + u(9) _ 
9 X=>x0 u(x) 
ii ej 
ma UA 
unde u(x) — 0 
Regula lui l'Hospital 
Limite remarcabile 
Regula lui |'Hospital 
Cazul o : 0 ! 
A 
lim f(x) g(x) = lim pi) 2) sau = lim at9) 
X—XQ 
“(ao) (7) 
1 
Cazul 1* lim (1 + u())'0 = e,unde u(x) = 0 
X—Xo 


Cazul 00 sau 0% 


X—XQ 


lim f(x)90 = lim eln/(2)9% = 
X—Xo Xo 


Asimptote 


Asimptote orizontale 


la +oo 


y = m,m finit 


m = lim f(x) 
X—+oo 


Asimptote oblice 


la +oo 


y = mx+n,m finit și nenul și n finit 


n = dim 00) — mal 


Asimptote verticale 


x = Xp este asimptotă verticală 


dacă cel puţin o limită laterală a funcției f în punctul xy este infinită 


Câteva rezultate utile în 


calcularea limitelor! 


1 “ 1 nr 

— = 0O — 2 —00 — = 

0, 0_ + oo i 
In 0 = —oo In co = oo 
e” =0 e” = oo 


T 
arctg(—o0) = 3 


Funcţii continue 


f continuă în xy = 1s(0) = la(xco) = f(0) 


Proprietate lui 


Cauchy - Bolzano 


f:1 > R o funcţie continuă pel șia,b €el,a<b 
f(a): f(b) <0 


f(x) = Oare cel puţin o soluţie în intervalul (a, b) 


=> ecuația 


Semnul unei funcţii 


O funcţie continuă are același semn pe un intervalul în care nu are 


continue zerouri. 
Funcţii derivabile 
x) — f(x 
i, Lea) ea 
X—Xo 5 = a) 


Ecuația tangentei la 
graficul funcţiei f în 


punctul de abscisă x = x9 


y — F(aco) = £' (co) (x — x0) 


meg = f'(o) - panta tangentei 


f derivabilă în xy > f's(x9) = f'a(xo) finite 


f are derivată în xy > f's(x0) = f'a(co) 


Puncte de întoarcere 


xy este punct de întoarcere al funcţiei f dacă f este continuă în x9 și 


F's(xo) 2 f'a(ăo) infinite 


Puncte unghiulare 


xp este punct unghiular al funcţiei f dacă f este continuă în xo și 


F's(0) 2 f'a(o) şi cel puţin o derivată laterală este finită 


Teorema lui Fermat 


f: la, b] > R,xo € (a,b) un punct de extrem al funcției. Dacă f este 


derivabilă în punctul xg atunci f'(x9) = 0 


Teorema lui Lagrange 


f continuă pe [a,b] 


f(p) = fo 
f derivabilă pe (a,b) b-a 


= ace(a,b)aii. 


fo) 


Teorema lui Rolle 


f continuă pe [a,b] 
f derivabilă pe (a,b)| => a c e (a,b) a.î.f'(c) = 0 
f(a) = fb) 


Șirul lui Rolle 


Se aplică pentru determinarea numărului de soluţii reale ale 
ecuației f(x) = 0 
Etape: 
1) Se determină f'(x) 
2) Se rezolvă f'(x) = 0 
3) 


X 
f(x) 
f(x) 

Ș.R. 


Rolul derivatei 1 


f'() > 0,vxe 1 = f este (monoton) crescătoare pe 1 


f'(a) <0,vx e 1 = f este (monoton) descrescătoare pe 1 


Determinarea intervalelor de monotonie și a punctelor de extrem 
Etape: 
Se determină f'(x) 


Se rezolvă f'(x) = 0 


X 
FO) 
FU) 


SS SS SS SS 


Enunţuri care se rezolvă cu derivata | 

Să se determinarea intervalelor de monotonie 
Să se determinarea punctelor de extrem 
Să se demonstreze că f este (strict) crescătoare/descrescătoare 
Să se demonstreze inegalităţi cu ajutorul punctelor de extrem 
Să se determine imaginea(mulțimea de valori) unei funcții 
Să se demonstreze că o funcție este mărginită 
Să se demonstreze bijectivitatea unei funcții 

of injectivă = f strict monotonă pe domeniu 


of surjectivă > Imf = codomeniu 


Rolul derivatei a II -a 


f'(x) > 0,vx e 1 = f este convexăpel 


f'(x) <0,vx e 1 = f este concavă pe 


x = Xp punct de inflexiune dacă 
Y fcontinuă în x 
Y fare derivată în xp 
V feste concavă deo partea lui x și convexă de cealaltă 


parte a lui x9. 


Determinarea intervalelor de concavitate/convexitate și a punctelor 
de inflexiune 
Etape: 
Se determină f'"'(x) 


Se rezolvă f''(x) = 0 


X 
Ie3) 
fe) 


Subiectul III.2 
ELEMENETE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ CLASA a XII —- a 


Primitive 


F este primitivă a funcţiei f dacă 
Definiţie 1. FderivabilăpeD 
2. F(x) =f(x),vxe D 


Pentru a determina /a calcula primitiva unei funcţii se folosește F(x) = | f(x)dx. 


Pentru a demonstra/a arăta enunțuri care implică primitive se folosește definiţia primitivei. 


Pentru a demonstra că o funcţie admite primitive pe D se arată că funcţia este continuă pe D. 


Metoda integrării prin părți 


[ro - g()dx = f(x) - g(x) — [ro - g'Q)dx 


Integrale definite 


Formula lui 


b 
| f(0) dx = FOOD = F(b) Fa) 


Leibniz - Newton 


[e fax = 0, dacă f impară şi a > 0 


Proprietăți Î., f()dx = 2 Î; f(aoax, dacă f pară șia > 0 


| roa = 0,a€eR 


f:la,b] > R este o funcţie continuă = 3€ € [a,b]ai. 


Teorema de medie 


b 
| ro ax= 0-01 


Proprietatea de b 
| fQOodx > 0 > f(x) > 0,vx e [a,b] 


pozitivitate a 


Proprietatea de 


p b 
f(x) < g(x),vx e la,b] > | f(x)dx < | g(x)dx 


monotonie 


Proprietatea de 


fe food = [; food + [| fadax,c e [a,b] 


aditivitate la interval 


Metoda integrării prin 


b b 
| F(a0) - g(a)dx = fa) - gQ)la - | FU) - g')dx 


părţi 


Integrale nedefinite 


1 [1 ax= |ax=x+e 
anti Madi 6 4 
2 LI N asăp = 
IE dx e [u (30) - u'(a)dx = d + € 
<) |exax=e+e [eo -ua)ax = eu + e 
a* que) 
4 | ax = Sare | ao ua = —+e 
In a In a 
5 zi C [a (x) dx = Inu(x) + C 
[3 x = nx+ 7705 Vu ca x = Inu(x 
g 1 PE SS (dm: e 1 i uanebua |LG0) za, 
| x = zen fzal + | a a e 
7; | L dp tp-+e | . 'Oo)d i. at JE 
2 paz 0% o gta u2(x) + a2 EA Dia ea 
1 
8 | ga = tn bad] e | paz odă = nu + fear e 
1 
9 | ge nl 2 + a2) + c | az ia = nu + E E) re 
10 | - d Ie | j u'(x)dx sit nle0 iee 
————— dă = arcsin — i = —— 
Vaz 2 a Va? = u200) & 
11 | sinxax = —cosx+e | sinuo-uao dx = —cosu(x) + C€ 
12 | cosx dx = sinx+C | cosul -u'(x)dx = sinu(x) + € 
13 | taxa: = —In|cosx| + € | tsuoo -u'(x) dx = —In|cosu(x)| + € 
14 | taxa = Inlsinx| + € | teuao -u'(x) dx = Inlsinu(x)| + € 
15 aj 6 | = (x)dx = —ctgu(x) + C 
E x = —ctgx + SI 323/00) u'(x)dx = —ctgu(x 
16 = dx =tgx+€ | : (o) dx = tgu(x) + € 
E iii cdti cos? u(x) pică Aia în a 


Aplicaţii ale integralei definite 


Aria unei suprafeţe 
plane delimitate de 
graficul funcţiei f, axa 0, 
şi dreptele de ecuații 


Fa o ile >) 


b 
Aria(T;) =| If (30)| dx 


a 


Aria suprafeţei plane 
cuprinse între două 


curbe 


b 
Aria(Tș.g) = | If) — 9Qldx 


Volumul unui corp de 
rotaţie determinat de 
graficul funcţiei 


f:la,b]>R 


b 
Vol(C,) = a] Fel) dx 


